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A.V. Identification

L'identification d’un systeme consiste a déterminer son ordre et les coefficients caractéristiques de sa
fonction de transfert a partir de la courbe temporelle de sa réponse a un échelon afin de proposer un
son modele de connaissance. On peut toutefois étudier sa réponse a d’autres sollicitations, en
particulier ses réponses harmoniques, que nous verrons plus tard. Il faudra donc toujours passer par
une manipulation expérimentale afin d’obtenir cette courbe. Souvent, la courbe obtenue est bruitée
et la précision de l'identification s’en trouvera diminuée.

Dans ce cours, nous aborderons l'identification des systéemes du 1° et du 2° ordre a un échelon.

Par ailleurs, nous aborderons un cas particulier d’étude la réponse en oscillations libres d’un systéeme
du second ordre pour 'identification de certains de ses coefficients.

A.V.1 Préliminaires

La détermination de I'ordre d’un systéme a partir de sa réponse a un échelon se fait progressivement
et par élimination.

Un premier ordre

- ne peut présenter de dépassement
- aune pente a l'origine non nulle

Si le systéme présente une pente a l'origine nulle ou s’il présente au moins un dépassement, son ordre
sera au minimum 2.

Prouvons que tout systéme d’ordre n supérieur ou égal a 2 dont le numérateur de la fonction de
transfert est un gain statique a une pente a I'origine nulle :

Soit un systeme d’ordre n de fonction de transfert canonique

K
H =
®) app™+ -+ ap+ag
Ep) =22 | s = HpE®) = 2 K —1
)= p) =H(p p—panpn+___+a1p+1(ao—)
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A.V.2 Réponse a un échelon d’'un 1° ordre

A.V.2.a Courbe expérimentale

Nous avons a notre disposition un systeme réel sur lequel on impose un échelon ¢, = 10 V en entrée.
On obtient la courbe de réponse expérimentale suivante :

9

8

s(t)

0,00 2,00 4,00 6,00 8,00 10,00 12,00
t(s)
A.V.2.b Proposition d’'un modele

On observe une pente a I'origine non nulle et une réponse sans dépassement, on propose donc un
modele du premier ordre :

H =
(p) 1+Tp

A.V.2.c Identification des parameétres
Il faut identifier K et T.
Onsait que:

- Se vautKeg

- Lapente al'origine coupe lavaleurs,ent =T

- Atout moment, la tangente en un point coupe I'asymptote finale T secondes plus tard
- s(t)vaut0,63s,ent =T

- s(t) vaut 0,95s, ent = 3T

- .. ettoute autre valeur de s(t) pourt = kT
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8 — fﬂvﬁw S-:-:. — K.Eu

T

5 / 0,635,

s(t)

P w .

[

0,00 2,00 4,00 6,00 8,00 10,00 12,00
t(s)

En fonction du bruit, il peut étre plus ou moins aisé de repérer les valeurs 0,63s,,, 0,955, ainsi que les
pentes a tout instant. Dans le cas ci-dessus, ce n’est pas évident.

A.V.2.c.i Détermination classique
On utilise en priorité

- lavaleur finale pour déterminer K
- latangente a l'origine pour déterminer T

S, Vaut Ke La pente a l'origine coupe lavaleur s, ent =T
0

Seo 0K

I oo

=1
0,8

=

A.V.2.c.ii Amélioration de la précision

Il reste a notre disposition la tangente a tout instant ainsi que les deux valeurs caractéristiques 0,635,
et 0,95s,. En réalité, connaissant la forme de la réponse temporelle d’'un premier ordre a un échelon,
on a une infinité de valeurs a notre disposition. Ces deux derniéeres sont les plus utilisées connues
classiquement.

Si la tangente a I'origine est difficile a déterminer, ol pour avoir de nouvelles valeurs de T afin d’étre
plus précis, on peut prendre d’autres tangentes le long de s(t) et déterminer T lorsque la tangente au
point (t, s(t)) coupe I'asymptote finale.
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Lorsque plusieurs valeurs de T ou K sont déterminées, on fait la moyenne des valeurs trouvées afin de
déterminer les coefficients définitifs.

Les autres valeurs particulieres peuvent étre utilisées de deux manieres différentes selon la fiabilité
avec laquelle on a déterminé K ou T au préalable :

- Si K est fiable (cas présent), c’est-a-dire qu’on voit bien I'asymptote horizontale, on peut
utiliser les valeurs particuliéres pour déterminer d’autres valeurs de T. On part de s, = 8
o 0,635, = 0.63 x8 = 5,04 —On trace cette droite et on détermine T = 1
o 0,955, = 0.95 %8 = 7,6 —On trace cette droite et on détermine 3T = 3
Aufinal : T = 221 =
- Si T est fiable, c’est-a-dire qu’on a bien la pente a I'origine, on peut utiliser les valeurs
particuliéres pour déterminer d’autres valeurs de K. On partde T =1

o At=T,s(T)=5=0,63s, =0,63*10* K—0On en déduit K z%z 0,79
o At=3T,s(3T) = 7,6 =0,95s, = 0,95 %10 * K —On en déduit K = % =0,8

Au final : K = 22X272*08 4 796
A.V.2.d Modéle proposé
Finalement, on a donc:
0,8
H =—
(») T+p

A.V.2.e Vérification

Superposons la courbe expérimentale et la courbe du systéeme ayant la fonction de transfert trouvée :

9

3 o

s(t)

0,00 2,00 4,00 6,00 8,00 10,00 12,00
t(s)

L’identification a été correctement menée.
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A.V.3 Réponse a un échelon d’un 2° ordre

AV.3aCasz<1
Ce cas ne pose pas de difficultés particuliéres, contrairement au cas z > 1 traité ensuite.

A.V.3.a.i Courbe expérimentale

Nous avons a notre disposition un systeme réel sur lequel on impose un échelon ¢, = 10 V en entrée.
On obtient la courbe de réponse expérimentale suivante :

14
12

10

s(t)

0,00 2,00 400 600 800 10,00 12,00 14,00 16,00
t(s)

A.V.3.a.ii Proposition d’'un modéle

On ne peut pas dire grand-chose sur la pente a I'origine vue la précision. Il semble qu’elle soit nulle. La
présence d’un dépassement permet de dire que le systéme n’est pas du premier ordre. L'allure de la
réponse laisse penser a un second ordre avec un coefficient d’'amortissement inférieur a 1.

A.V.3.a.iii Identification des paramétres

On sait que :

- S, vaut Keg

- Lapseudo T,, période vaut
21 21

T, = =
Wn wWoV 1-— Z2
- Le premier dépassement en % vaut :

= 1-z2
Dl% e
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nz

V1-2z2

2 m?z?

= (lnDl%) = —1 — ZZ

& (In Dl%)2 — (In Dl%)zz2 = m?z?

& 72 [(ln Dl%)2 + nz] = (In Dl%)2

2
, (ln Dl%)

& InDy, = —

o z4 = >
(lnDl%) + 2
In D,
Sz = | %l carz >0
2
\/(lnDl%) + 2
- llestatteintent;
. s s
1 =— =
Wn WVl — z?
s
S wyg = ———
t1V1—ZZ
14
12 /\
10 S —
8
" 6
a
2
0

0,00 2,00 400 600 800 10,00 12,00 14,00 16,00
t(s)

¢ Détermination classique

On utilise en priorité

- lavaleur finale pour déterminer K
- le premier dépassement pour déterminer z et w,

_ |lnD1%| /s
S0 — Keo z= 2 Wy = —2
\[(lnDl%) + 12 tivl—z
Dy, = 25 _ 0,25
=10 t; =3,5
10 = 10K [In 0,25| T
K = z= Wy = —F——
J(n0,25)2 + 72 3,5¢1 — 0,42
z=04 wy ~ 1

Page 99 sur 111



Derniére mise a jour Systemes régis par une équa. Denis DEFAUCHY
04/10/2017 diff. du 1° et 2° ordre Cours

o Amélioration de la précision

Il est possible d’utiliser d’autres dépassements et plus généralement extremums et leurs temps
associés lorsqu’ils sont bien visibles afin d’étre plus précis.

On peut aussi utiliser la valeur de la pseudo période si elle est bien visible.
A.V.3.a.iv Modéle proposé

Finalement, on a donc:

K B 1
4 1 ., 1+08p+p?
12p

H(p) =
142 *10’

p+
A.V.3.a.v Vérification

Superposons la courbe expérimentale et la courbe du systéme ayant la fonction de transfert trouvée :

14

12

10

s(t)

0
0,00 2,00 400 600 800 10,00 12,00 14,00 16,00

t(s)

L'identification a été correctement menée.
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AV3bCasz>1

L'identification d’un systeme du second ordre dans le cas d’'un amortissement supérieur a 1 n’est pas
simple a mener.

A.V.3.b.i Courbe expérimentale

Nous avons a notre disposition un systeme réel sur lequel on impose un échelon en entrée. On obtient
la courbe de réponse expérimentale suivante :

‘S[t]l

A.V.3.b.ii Proposition d’'un modéle

La pente a l'origine étant nulle, on sait que ce n’est pas un systeme du premier ordre. Proposons un
modele du second ordre avec un coefficient d’amortissement z > 1.

K _ K
1+ Typ)(1+Top) 4, 22 1

H(p) =

A.V.3.b.iii Identification des paramétres

N’ayant pas de dépassement, la résolution ne sera pas aussi simple et précise que précédemment. On
va montrer qu’il est possible de déterminer ses deux constantes de temps T; et T, a 'aide d’une
méthode un peu particuliere. La réponse temporelle d’un tel systéeme est connue

s(t) = Keg

1 _t _t
1+ T,=T, [Tle L —T,e TZ]

Il faut déterminer K, Ty et T,
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e Démarche

Introduisons la fonction z(t) suivante :

Choisissons T, t4, t, des temps quelconques tels que I'on connaisse la courbe de réponse en ty, t,, T —

tyetT —t,.

Calculer les valeurs suivantes :

z(t) = Key — s(t)

_z2(t, - T) o = z(t, —T)
T2ty 2T 2(ty)

_z2(ty —12T) _z(ty —ZZT)
SC) )

En déduire les coefficients suivants :

Y2—0
Xy —Xq

a1=

a; = Y2 — A1X3

Déterminer les racines X; et X, du polynéme suivant :

On a alors

¢ Démonstration

X2+aX+a, =0

T
L =lnX1
T
L =lan
1
s(t) = Keg 1+T2—T1[

= Keo _Keo

Soit T un temps quelconque.

z(t) = Key — s(t)

1+

-t
[Tle T —

T,—T,

=Keo

T,—T,

_t _t
Tie i —T,e TZ]

_t
Tz e TZ]

_t _t
[Tle T _Tze TZ]

zt—-2T)+ a1zt —T)+ayz(t) =0
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r r r T
a; = — <eT1 + eT2> ; ap, =ehel2
Démonstration :
Ke, t—2T t—2T
z(t — 2T) = — Tie 1 —T,e T2
e L T T
0 r T _t-T _t-T
a;z(t—T) = eli+el2 |[Tie i —The T2
I;-Th
r T _t _t
a,z(t) = — elelz [Tie 1 —Tye T2
0= FeE k]
z(t —2T) + a;z(t — T) + a,z(t)
Ke, _t=21 _t=2T r r _t-T _t-T
= T,—T - [Tle i —T,e T2 ] + (eTl + eT2> [Tle i —Tye T2 ]
1
rr _t _t
—eTelz [Tle I —The TZ]
Ke, _t=2T _t=2r Ir T T T r _tT T _tT
=T _T [—Tle i +Te T2 +TieTie Ti —TreTie T2 +TieTze Ti —TreTee T2
2~ 11
_t T T _t T T
—Tie TieTieTz + Tye TzeTleTZ]
Ke, t—2T t—2T t—2T T _t-T T _t-T t—2T
=T _7 [—Tle I +T,e T2 +Tie Ti1 —Tr,eTie T2 +TjeTze Tt —The T2
2~ 11
_tT T _tT T
—Tie helz2+Tre T eTl]
=0
Onadonc:

z(t) = Key — s(t)

zt—-2T)+azt—T)+a,z(t) =0

r r rr
a,=—(efr+el2| ; a,=ehel

Soit :
z(t — 2T) z(t—T)
o T TRt
z(t — 2T) B z(t—T)
OO
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Ceci correspond a I’équation d’une droite de pente —a, et d’ordonnée a I'origine a,

Choisissons T, t;, t, des temps quelconques tels que I'on connaisse la courbe de réponse en ty, t,, T —
t,etT —t,.

On calcule les valeurs suivantes :

X =Z(t1_T) X =Z(t2_T)
(3 2T 2ty
_z(ty — 2T) _z(t; — 2T)
D) )
On en déduit :
Y2a—W1
a =—/——
X2 — X1

a; = Y2 —a1X3

Enfin, connaissant a; et a,, ona:
r r rrT
a;=—|efh+elz ;0 ap =ehel

b
. 2 X1 + Xy = —E
Rappel : x; et x, sont les racines du polynéme ax“ + bx + ¢ & c
X1X2 =7

Soit le polynéme suivant :
X2 + a1X + a2 = O

Les racines X; et X, de ce polyndme sont telles que :

I I
X]_ +X2 = _al = eTl + eTZ
T T

X, X, =a, =eTiel2

C'est-a-dire :
I (T1 = T
X, =eh In X;
T T
X, =el2 T, =
2 27 InX,

Il faut donc déterminer les racines du polynéme X2 + a, X + a, = 0 afin de déduire T; et T,

o Cas particulier

Cette méthode est difficile a mettre en place. Lorsqu’une constante de temps est tres petite devant
I'autre, exemple T; < T,, on peut utiliser une méthode approchée. On trace la tangente au point

Page 104 sur 111



Derniére mise a jour

04/10/2017

Systemes régis par une équa. Denis DEFAUCHY
diff. du 1° et 2° ordre Cours

d’inflexion et les intersections de cette tangente avec I'axe des abscisses et I'asymptote horizontale

donnentT; et T,

f

T

>

Il est alors nécessaire de tracer la réponse théorique pour vérifier qu’elle modélise correctement la

réponse expérimentale.
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A.V.4 Oscillations libres d’'un 2° ordre

Il arrive que I'on identifie certains coefficients des systemes du 2° ordre a partir de leur réponse en
oscillations libres. Cela consiste a imposer un déplacement initial au systéme et a le relacher. Cette
démarche est souvent appliquée a des ressorts. C'est une identification partielle du systéme,
connaissant I’équation différentielle le caractérisant du second ordre. On s’intéresse dans ce cas a la
détermination de sa pulsation propre non amortie wg et de son coefficient d’amortissement z.

Cette identification ne peut fonctionner qu’a partir du moment ou il existe plusieurs oscillations bien
visibles. Cela correspond a des valeurs d’amortissement z faibles. Il faut retenir I'ordre de grandeur
suivant : si I'on voit plus de 5 périodes d’oscillations, z < 0,1 et cette démarche est applicable.

Ainsi, il est possible de déterminer z et w,
A.V.4.a Modele étudié et équation différentielle associée
Soit un systeme du 2° ordre de fonction de transfert :

S(p) K

E(p) 27 1

H(p) =

Ce modeéle correspond a I'équation différentielle suivante :

2z 1.
st—st—s=e
Wo Wo

Dans le cas d’oscillations libres, on a I’équation différentielle et les conditions initiales suivantes :

2z 1
s+—s+—38=0 ; s(0)=S, ; s'(0)=0
Wo Wo

A.V.4.b Forme de la réponse temporelle

2z, 1 |
s+—$s+—5=0
Wo Wo

L'identification de z et w, ne nécessite pas de mener toute la résolution ci-dessous, il faut toutefois
connaitre dans ce cas le résultat suivant :

s(t) = e 29t A cos(w,t + @)

Wy, = w1 — 2?2
Elle ne nécessite pas non plus de connaitre la valeur du déplacement initial imposé X,,.

Démonstration :
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2z, 1
s+—s+—5=0
Wo Wo

Polynéme caractéristique :

1 ) 27
—r°+—r+1=0
Wo Wo
Ae 472 4 _ 4 2 -1)
N wo?  wy? N wo? d
On est dans le cas d’oscillations : z < 1
2z 4 2
Wy + (1)02 (1 z )
r =
o1
(1)02

r=—zwytiwgy1l—2%2=—zwytiw,

Wy, = w1 — 22

s(t) = e %9t (A cos(wyt) + B sin(w,t))

s(t) = e 2@ot /A2 + B2

cos(w,t) + sin(wnt)]

A B
L/A2 + B2 VA? + B2

s(t) = e %@t C[cos(¢) cos(w,t) + sin(¢) sin(w,t)]

C =+/A? + B2

A B
cos(g) = Ny ; sin(e) = N ;  tan(ep) = 7

s(t) = e %@t C[cos(¢) cos(w,t) + sin(¢) sin(w,t)]

s(t) = e 29t cos(w,t — @)

A.V.4.c Détermination des constantes si nécessaire
Les conditions initiales permettent de déterminer C et ¢ si nécessaire :
s'(t) = —wpe Pt C sin(wpt + @) — zwge 220 C cos(w,t + @)
s(0) =S, = C cos(p)

So
C =
cos(@)
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5'(0) =0 = —w, C sin(p) — zw,C cos(¢p)

0 = wy, sin(p) + zw, cos(p)
0 = wgv1— z?sin(@) + zw, cos(p)
woV 1 — z%sin(p) = —zw, cos(p)

1—z2

72

sin(p) = —cos(¢)

72

1— 22

tan(g) = —

A.V.4.d Identification
A.V.4.d.i Identification de z
On utilise le décrément logarithmique afin de déterminer la valeur de z.
Rappelons que 'ona:
s(t) = e 29t cos(w,t + @)
Soient T, et T, deux temps écartés de N périodes (plus on prend de périodes, plus le calcul sera précis).
s(Ty) = e 2911 C cos(w, Ty + @)
s(T,) = e™ 2@z cos(w, T, + @)
Or:
cos(w, T, + @) = cos(w,T; + @)

—zwoT,
s(Ty) _eth o z00(TyTy)
S(TZ) e—Zonz

A partir de la courbe, on obtient ﬂ.
s(Tz)
s(Ty)
— T, —T,) =1
zwo (Ty 2) nS(Tz)
1 s(Ty)

‘= wo(T, — Ty) nS(Tz)

Remarque : ce coefficient dépend de w,
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A.V.4.d.ii Identification de w,

Le systéme présente une pulsation w,, qui est reliée a wy :

—_— wn
Tz
Remarque : ce coefficient dépend de z
A.V.4.d.iii Solution retenue
On remarque que I'on ne peut déterminer wq sans z ni z sans wy.
Si on suppose z < 1, ce qui est le cas si on voit assez d’oscillations, on a

Wy = Wy

On vérifie alors que la valeur de z recalculée est petite pour conclure que la démarche réalisée est
bonne.

1 1 s(Ty)
z= n
wo(T, —Ty)  s(Ty)
21 21
To,—Ty=NT=N—=N—
Wy Wo
1 s(Ty)

2= 22N ST
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A.V.4.e Application a un systeme masse/ressort-amortisseur

Soit le systéme masse ressort amortisseur suivant :

x(t)
k EEEE———

On s’intéresse au mouvement x(t) de la masse au cours du temps. On souhaite déterminer k, m et v
a partir de la réponse du systéme sachant que |'on peut faire varier la masse m.

A.V.4.e.i Equation différentielle et conditions initiales
mi+vx+kx=0 ; x(0)=X, ; x'(0)=0
Remarque : si la gravité intervient : m¥X + vx + kx = mg, on peut :

- Résoudre le probleme avec la solution particuliére qui va définir la position non nulle autour

. m
de laquelle la masse va osciller : x,, = Tg

- Faire un changement d’abscisse initiale autour de la position d’équilibre sous I'action de la

pesanteur telle que : kx = mg soitx = %, dolux = % +U:mii+vu+ku=0
A.V.4.e.ii Modéle et coefficients caractéristiques

Pour mettre en place le modéle, supposons un effort appliqué au systéme f(t):

mx + vx + kx = f(t)

A f(t)
X+—x+—x=—
m m m
mo m )
KT YT R
1 1
X(p) % _ %
F(p) myv . m , 22 1
K 1 k 2z v v
= — ; W = —_ ; —_— = Z =
k 0 m wy k 2vkm

Page 110 sur 111



Denis DEFAUCHY

Derniere mise a jour Systémes régis par une équa.
diff. du 1° et 2° ordre Cours

04/10/2017

A.V.4.e.iii Détermination des coefficients par identification
Le principe consiste a déterminer expérimentalement les valeurs de wy = w, pour différentes masses
m; ajoutées a la masse mobile du systéme : m + m; et de tracer la droite :

1 m 1
2=E+Emi=ami+b

(O]

Alors :
k =

m =

QR

b
Pour la valeur de w associée a la masse m, on calcule le décrément logarithmique afin d’obtenir z

1 l s(Ty)
2= 2N ST

On en déduit :

v =2zVkm

Par ailleurs, on a alors :

Remarque : en théorie, il faudrait vérifier que z reste faible pour chaque masse ajoutée, afin de pouvoir
affirmer que chaque pulsation mesurée est bien proche de la pulsation propre non amortie du systeme
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